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CONSIDERACIONES SOBRE LA ROBUSTEZ DE CONTROLADORES

DE COMPLEJIDAD RESTRINGIDA

De la Cruz,J.M.*, Dormido,s", Morilla,F*, Aranda,J.”

* Dpte Informatica y Autom&tica, Fac. de Fisica, U. Complutense
+ Dpt2 Informdtica y Automatica, Fac. CC.Fisicas, U.N.E.D.

Resumen. Se estudia la estabilidad del sistema en lazo cerrado,
obtenido cuando un controlador, que es 6ptimo desde algln punto
de vista, es sustituido por un controlador de complejidad restrin
gida (CCR). Las condiciones de estabilidad que se obtienen estén
ligadas a la proximidad de ambos controladores sobre el circulo
unidad y al nmerc de ceros © polos inestables que poseen ambos
controladores. Estas condiciones se utilizan para disefiar nuevos

métodos para la obtencién de CCR.

INTRODUCCION

La denominacidén. de Controladores de
Complejidad Restringida (CCR) se apli
ca a los controladores lineales que no
son los 6ptimos para el modelo del sis
tema. Las razones del estudio de los
CCR se justifican fundamentalmente por
tres aspectos (Goodwin ¥y Ramadge,1979):

- Por la gran sensibilidad que sue
len presentar los controladores
-6ptimos a las variaciones de los
pardmetros del proceso.

- Por la importancia que los contm
ladores sencillos, y especialmen
te los del tipo PID, tienen enel
control de procesos reales.

- El uso de CCR aparece en el dise
fio de controladores descentrali
zados para sistemas de gran esca
la (Sandell y col., 1978).

Se han propuesto varios métodos para
la obtencidén de CCR desde un punto de
vista de entrada/salida; entre otros
el de Goodwin y Ramadge (1973}, el de
Iserman (1981) y el de De la Cruz
(1984) . En el primer mé&todo, el CCR =
calcula minimizando una funcién de cos
te. Para ello se utiliza un algoritmo
de tipo gradiente. El método se aplica
exclusivamente para obtener controlado
res que minimizan la varianza de la se
fial de salida. El método de Iserman
(1981) permite obtener un controlador
PID a partir de un controlador de res-
puesta plana. El método de De la Cruz
(1984) puede aplicarse a cualquier ti-
pc de controlador y se basa en la ob-
tenci6én del CCR a partir de un contro-
lador 6ptimo para el modelo del siste-
ma, utilizandc términos de reduccibn
de modelos, de forma gue el CCR mantie

ma Tas meimar~ce marSmet+rracs de Markov

(PM) y/o Momentos Temporales (MT) del
controlador 6ptimo. Esto hace que si
el sistema en lazo cerrado con el CCR
es estable, entonces los sistemas en
lazo cerrado obtenidos a partir del.
controlador &ptimo y del CCR mantie-
nen iguales, al menos, un nimero de
PM y/o de MT igual al gque retiene el
CCR. El método de Iserman (1987) esta
rfa incluido dentro de este Gltimo mé
todo (De la Cruz y col., 1985).

Un problema fundamental que se plan-
tea es el siguiente: ¢Bajo gué condi-
ciones es estable el sistema en lazo
cerrado obtenido al sustituir el con-
trolador 6ptimo, Gn.(z), por el CCR
G;(z)?. i .

En el presente trabajo se presentan
dos teoremas basados en el criterio ge
neralizado de Nyguist, gque dan condi-
ciones que permiten garantizar la es~-
tabilidad del sistema con el CCR. Es-
tos teoremas permiten disefiar nuevos
métodos de reduccifén de modelos para
la obtencisn del CCR. En este trabajo
se apuntan algunos de estos métodos y
se dan resultados experimentales obte
nidos al aplicar los teoremas a la ob
tencién de CCR estables.

TEOREMAS DE ESTABILIDAD

Para un sistema con la configuracibn
de la Fig. 1, conocida la funcidn de
transferencia en lazo abierto, G(z/,
es posible determinar la estabilidad
del sistema en lazo cerrado utilizan-
do el diagrama de Nyquist de G(z).

Para sistemas discretos, el contorno
de Nvauist I es la curva gue encierra
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5(z)

Fg.1Sistema con realimentacién unidad

. §g.2 Contorno de Hyquist para siste
mas discretos

la regi6n de inestabilidad o, lo que
es igual, la regi6n situada fuera del
circulo unidad (Fg. 2). .

Cuando se evalGa una funcién de trans
ferencia a lo largo del contorno de
Nyquist y la funcién de transferencia
tiene polos sobre el cfrculo unidad,
éstos se excluyen del contorno median
te pequefios semicirculos en torno a
ellos, de modo que el contorno no con
tenga ninguna singularidad, como se
muestra en la Fig. 2 para el caso de
que exista un polo en z = 1.

1
Se supone que G(z) es la funcidn de
transferencia en lazo abierto obteni-
da al aplicar el controlador Sptimo
con funcién de transferencia Gn(z) al
proceso con funcién de transferencia
Gp(z), esto es:

G(2) = Gp(z) Gp(a) 1= L1}

Por G'(z) representamos la funcién de.
transferencia en lazo abierto obteni-
da al aplicar el controlador reducido
Gn(z) al proceso Gper:

Glz) = G;(z)przJ (2)

El criterio generalizado de Nyquist
permite obtener ciertas condiciones
que garantizan la estabilidad del sis
tema en lazo cerrado con el CCR. Los
dos teoremas que siguen se deducen fd
cilmente de los teoremas de Mannerfelt
(1981), que se basan en el criterio ge
neralizado de Nygquist.

Teorema 1. Se considera el sistema en
lazo cerrado obtenido al aplicar rea-
limentacién unidad al sistema con fun
ci6n de transferencia G'(z). Si se ve

rifican las condiciones:

1. El sistema con funcién de trans
ferencia en lazo cerrado

& G(z)
e T dad

es estable.

2. Se verifica la siguiente desi-
gualdad sobre el contorno de Nyquist
(r)

|G'(z) -G(2)| < |2+G022| (4)

entonces el sistema en lazo cerrado
G5(z) =G'(2) / 1+G'(z) es estable si ¥y

s6lo si G,(z) y G,(z) tienen el mismo
ndmero de polos inestables.

Teorema 2. Se considera el sistema
en lazo cerrado obtenido al aplicar
realimentacién unidad al sistema con
funcién de transferencia G'(z). Si se
verifican las condiciones:

1. E1 sistema con funcién de trans
ferencia en lazo cerrado

- G(z)
Gul¥ = TeGlak
es estable.
2. Se verifica la siquiente desi-
gualdad sobre el contorno de Nyquist
(r)

1 1 1
| 5757 - ara7! < 12+ grarl (82
entonces el sistema en lazo cerrado

G'(z)
Gl(z) = es estable, si y sélo
J T+67(2]  o§ G.(2) y GAlz) tie-

nen el mismo nimero de ceros inesta-
bles.

La demostracién de estos teoremas pue
de verse en De la Cruz (1984).

La relacién (3) puede escribirse asi:
1
|a;er-arer| ‘|6;T?T + G (2z)]| (6)

Por su parte, la relacién (¢) puede
ponerse como:

|y = 251 < 16 (2)sey| (7)
G;(z) Gr(z) p Griz)

DISERO DEL CCR

De la desigualdad (6) se deduce que,
para lograr la estabilidad, es necesa
rio que el modelo reducido esté proxi
mo al controlador 6ptimo sobre el cir
culo de radio unidad. G,.(z) debe de
estar préximo a Gn(z) sobre todo en
aquellas frecuencias para las que el
té&rmino de la derecha en (6), (que re
presentaremos por |1 ) es peguerio.

Una forma posible de obtener el CCR
es como un Aproximante de Padé de
Gp(z) en torno al punto para el que

—— .-,rvm_-:b-'p-'--—mon.-.\-.--.—u— e et o E— -~ -~ - - - —— : — o —_—
bt e - i » - £ ! -




||I toma el menor valor. Esto asegu-
rarfa la proximidad de G.(z) y Gn(z)

para aquellas frecuencias donde la pro
ximidad entre estas funciones es més
problemdtica, por lo gue serfa razona
ble pensar gue la desigualdad se cum=-
ple para todo el circulo unidad.

Otra posibilidad puede ser la de calcu
lar el CCR como un Aproximante de Padé
en torno a tantos puntos como pardme-
tros del CCR sea necesario calcular.
Para esos puntos, el término de la iz
uierda en (6) (que representamos por
T ») se anula, por lo que si esos
puntos se escogen en las zonas para
las que | |, toma los valores mas pe-
quefios, es ée esperar gque la desigual
dad se verificarfa para todo el circu
lo unidad. -

Como indican los teoremas, no basta
con que el regulador G,(z) y el redu-
cido G,.(z) tomen valores pr6ximos pa-
ra |z| =1, sino que adem&s deben de po
seer el mismo nimero de polos y ceros
inestables. Una forma de evitar la ob
tencién de CCR inestables, a partir de
un controlador G,(z) estable, puede
ser la de obtener el denominador del
CCR derivando el denominador del con-
trolador G,(z) y obtener el numerador
de modo que Gn(z) y G,(z) estén proéxi
mos en un rango de frecuencias deter-
minado. De esta forma se consigue que
los polos del CCR no emigren fuera del’
circulo unidad y que los valores gue
ambos controladores tomen sobre el cir
culo unidad estén pr6ximos. Si Gn(z)
posee polos inestables,(C,(z) debe de
mantenerlos y se deducirfan sus polos
estables derivando solamente los palos
estables de Ga(z2).

SERVOCONTROLADORES

Teniendo en cuenta las relaciones (1)
y (3), se obtiene la siguiente desi-
gualdad equivalente a la expresada por
la ec. (6):
a;rz)
'
,GrfzJ - Gr(zJI <I Tﬁ:T;)J (e)

Para la ec. (7)se obtiene la siguiente

relacién equivalente:
G_(z)

T T L b ) (s)
e W]

Como se sabe, gran cantidad de contro
ladores pueden estudiarse desde el pun
to de vista de asignacién de ceros y
Polos. Esto requiere la especificacisn
de la funci6n de transferencia en lazm
cerrado. Conociendo esta funci6n y el
controlador 6ptimo para conseguir di-
cha funci6bn de transferencia en lazo
cerrado, se puede calcular el té&rmino
de la derecha en la ec.(8). Asf, las
hNecesidades sobre la proximidad entre
el CCR y el controlador 6ptimo se pue-
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den expresar en términos de condicio-
nes en el dominio de frecuencias.

Para un nuevo servo normal, la funcién
de transferencia G,(z) toma el valor
unidad para bajas frecuencias y perma
nece constante hasta las frecuencias
correspondientes a la anchura de ban-
da gue se desea, donde comienza a de-
crecer. Por ello, desde el punto de
vista de la estabilidad y teniendo en
cuenta la relaci6én (9), es conveniente
que el proceso posea una ganancia ele
vada. . : . i -

La relaci6n (8) puede escribirse tam-.
bién en la forma: R
7 (10)

l61(2) - arr_a) | < e (1-G_(z)J |

Para altas frecuencias, normalmente
las ganancias de G,(z) y G,(z) son pe
quefias, por lo gue la desigualdad (10)
puede verificarse incluso si G,(z) y
G,(z) se apartan bastante para altas
frecuencias.

El controlador G,(z) normalmente po-
see uno o mds polos en z=] para evitar
errores en el sistema,debido a pertur
baciones de baja frecuencia. Segtn el
teorema 1, es necesario gue Gp(z) re,
tenga los polos de Gpl(z)wen z =1 en
orden a obtener estabilidad. La ganan
cia de G,(z) es normalmente mucho ma-
yor que Ea deseada para G,(z) a bajas
frecuencias; por ello es conveniente
que Gnl(z) y Gp(z) estén préximos a ba
jas frecuencias, aunque posean el mis
mo nimero de polos en z =1,

EJEMPLOS

Se considera el siguiente proceso de
fase no minima , estudiado por Astrom
Yy col. (1977) y por De la Cruz (1984).

y(t)+ay(t-1) =bul(t-2)+byu(t-3)+
rel(t)rec(t-1)

donde y(t) es la salida del proceso,
u(t) es la entrada y control, y

{e(t)) es una secuencia de variables
aleatorias normales de media nula y va
rianza uno; los parametros del proce-
so toman los valores: a=-0.95; bj3=1;
bp=2; ¢=-0.7. El regulador de varian-
za minima para este proceso viene da-
do por la ecuacién, Astrom y col.1977

e 217
1+40.752"2+0.2462~?

Con este regulador, la varianza de la
salida en lazo cerrado es: o’y = 1.08Z.

Se considera el CCR con la estructura
uf(t) == —&— y(¢)
I+hz™?

En la Tabla 1 se muestran los valores
de ¢ y h obtenidos cuando el CCR se
calcula como un Aproximante de Padé

ult) = - y(t) (11)
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en z=1 y/o z==,

TABLA 1
Tipo de Pardmetros gty
aproximacién g h
2 -PM 0.111 0.750 1.087
1-PM, 1-MT 0.117. 0.996 inestable
2 -MT 0.155 1.647 inestable

El CCR produce un sistema en lazo ce-
rrado estable cuando g y & se obtie-
nen a partir de la PM del controlador
(11). En la Fig 3 se muestran los vab
res de ||; para este caso. Como
ambos controlaéores no poseen polos
inestables, el sistema en lazo cerra-
do es estable.

En la fig.3 también estd representado
el valor de ||, cuando el CCR se obte
ne a partir de los MT. Como era de es
perar, para bajas frecuencias, ambos
controladores estdn en este caso muy
préximos, tomando el mismo valor en

2= 1 Aunque la desigualdad (6) se veri
fica, el sistema en lazo cerrado es
inestable ya que el CCR tiene un polo
inestable.

Si el CCR se obtiene del primer PM y
del Primer MT, entonces el CCR tiene
un polo estable; sin embargo estd muy

.préximo a z=-1, lo que hace que no se

verifique la desigualdad (6) (Fig.4).
En la Fig se muestran las grdficas
de ||1 Y l?g cuando el CCR se calcula
como un Aproximante Parcial de Padé
en torno a z=1 y z=-1. En este caso am
bos controladores (CCR y Sptimo) toman
el mismo valor en esos puntos y perma
necen bastante pr6ximos para el resto
de puntos del circulo unidad. En este
caso, los pardmetros del CCR son:
g=0.094; h=0.602. La varianza del sis
tema en lazo cerrado es o’y=1.015 que
coincide précticamente con la del con
trolador 6Sptimo.

En la Fig.6 se muestran las gr&ficas
de ||; y]|2 cuando el CCR se calcula
de modo que h se obtiene derivando el
denominador del controlador (11) y g
se obtiene bien del primer PM o del
primer MT. En ambos casos el sistema
en lazo cerrado obtenido es estable
con varianzas o?y=1.088 y o?y=1.122,
respectivamente.

CONCLUSIONES

Se ha estudiado la estabilidad cel sis
tema en lazo cerrado obtenido al susti
tuir un controlador "6ptimo" por otro
de complejidad restringida (CCR). De
las condiciones de estabilidad obteni
das se han sugerido algunos posibles™
métodos de obtencién de CCR. Se han
mostrado algunos resultados experimen
tales obtenidos.
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SUMMARY

- In this paper it is studied the stabi
! lity of the closed loop system that
is obtained when a controller that is
; optimal from some point of view is re
placed by a restricted complexity con
troller. Some new methods for getting
i restricted complexity controllers are
i given. These new methods are based on
' the conditions for the stability that
are been obtained. Some experimental
results are also given. :
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